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Epreuve théorique
1

Question théorique 2 

A Cristal piézoélectrique sous tension alternative

Soit une barre homogène de longueur l à l’équilibre et de section droite A (Figure 2a). Sa longueur l varie de l quand des forces opposées de même module sont appliquées normalement à ses deux extrémités.

La contrainte T à ses deux extrémités est définie par F/A. La variation relative de sa longueur, l/l, est appelée tension S de la barre. On peut alors exprimer la loi de Hooke sous la forme :
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où Y est le module d’Young du matériau constituant la barre.

On  remarque qu’une compression correspond à F < 0 et à  l < 0  d’où la relation T = -p, p étant la pression.

Pour une barre homogène de masse volumique , la vitesse de propagation des ondes longitudinales dans le milieu (c'est-à-dire la vitesse du son) est donnée par :
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On négligera les effets de tension superficielle et de dissipation de chaleur dans les questions suivantes.

Partie A : propriétés mécaniques

Une barre homogène de masse volumique , assimilée à un milieu semi infini, s’étend de x = 0 en l’infini (Figure 2b). A l’instant initial, elle est fixe et ne subit aucune contrainte. Un piston exerce  une petite pression p sur son extrémité gauche en x = 0 pendant une durée très courte t, provoquant une onde de pression qui se propage à la vitesse u vers la droite.



(a) Si le piston provoque le mouvement de l’extrémité gauche à la vitesse v constante (Figure 2b), évaluer la tension S et la pression p en x = 0 durant t.  [1,6 points]
Les réponses seront données en fonction de , u et v uniquement.

(b) Soit une onde longitudinale se propageant selon l’axe des x dans la barre (Figure 2c). Quand la barre ne subit aucune contrainte, une section droite se trouve à l’abscisse x, on note (x,t) son déplacement au cours du temps et on suppose que 
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où k et o sont des constantes. Déterminer la vitesse correspondante v(x,t), la tension S(x,t) et la pression p(x,t). [2,4 points]
Partie B : propriétés électromécaniques (effet piézoélectrique)

Soit une plaque de quartz de longueur b, d’épaisseur h et de largeur w (Figure 2d). Sa longueur est selon l’axe des x et son épaisseur selon l’axe des z. Les électrodes sont constituées par une fine couche métallique déposée en z = 0 et en z = h. Les fils conducteurs qui servent aussi à supporter le montage sont soudés aux centres des électrodes, centres considérés fixes pour des oscillations  longitudinales de la plaque selon l’axe des x.


Le cristal de Quartz a une masse volumique  de 2,65 103 kg/m3 et un module d’Young de 7,87 1010 N/m2. La longueur b de la plaque  est de 1,00 cm et sa largeur w ainsi que son épaisseur h sont considérées très petites devant b.

Quand l’interrupteur K est ouvert, on suppose qu’il s’établit des ondes stationnaires longitudinales dans la plaque.
 Pour une onde stationnaire de fréquence f = /2, le déplacement (x,t) d’une section droite située en x quand la plaque est à l’équilibre peut s’écrire sous la forme 
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où o est une constante positive et la fonction spatiale g(x) est de la forme
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 la valeur maximale de g(x) est un et k = /u. N’oubliez pas que les centres des électrodes sont fixes et que les deux extrémités de la plaque en x = 0 et en x = b sont libres donc que la pression y est nulle.
(c) Déterminer B1 et B2. pour une onde stationnaire longitudinale dans la plaque.
[1,2 points]
(d) Déterminer les deux fréquences les plus basses pour lesquelles des ondes stationnaires longitudinales peuvent s’établir dans la plaque de quartz. [1,2 points]
L’effet piézoélectrique est une propriété spécifique du quartz. La compression ou la dilatation du cristal engendre une différence de potentiel aux bornes du cristal et inversement, si on applique une différence de potentiel aux bornes du cristal, le cristal se contracte ou s’étire selon la polarité de la tension. Les effets mécaniques et électriques peuvent donc être couplés et créer une résonance dans le cristal.

Pour tenir compte de cet effet,  notons respectivement - et + les densités surfaciques de charge sur l’électrode supérieure et l’électrode inférieure quand la plaque de quartz est soumise à un champ électrique selon l’axe des z. Notons T et S, la contrainte et la tension respectivement, selon l’axe des x. On peut alors décrire l’effet piézoélectrique par les deux équations suivantes :
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où 1/Y = 1.27(10−11 m2/N est l’inverse du module d’Young à champ électrique constant et T = 4.06(10−11 F/m est la permittivité à contrainte T constante, tandis que dp = 2.25(10−12 m/V est le coefficient piézoélectrique.
Fermons l’interrupteur K de Fig. 2d . La tension alternative V(t) = Vm cos t est appliquée aux électrodes et il apparaît dans la plaque un champ électrique uniforme E(t) = V(t)/h selon l’axe des z. En régime établi, l’onde dans la plaque est stationnaire longitudinale selon l’axe des x, de pulsation .
E étant uniforme, la longueur d’onde  et la fréquence f de l’onde dans la plaque sont toujours reliées par  = u/f avec u donné par Eq. (2). Mais la relation T = YS n’est plus valable (cf Eq. (5a)) bien que les définitions de la contrainte et de la tension restent inchangées et que les extrémités de la plaque restent libres. 
(e) Si l’on prend en compte les  Eqs. (5a) et (5b), la densité surfacique de charge de l’électrode inférieure en fonction de x et t est donnée par :
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   où k =/u. Exprimer D1 et D2.


  [2.2 points]
(f) La charge totale de l’électrode inférieure Q(t) est reliée à V(t) par :

[image: image10.wmf])

(

)]

1

2

tan

2

(

1

[

)

(

0

2

t

V

C

kb

kb

t

Q

-

+

=

a

                 (6)

Exprimer C0 ainsi que 2 et sa valeur numérique.                                       [1.4 points]
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